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Introducéo a Teoria dos NUumeros
NUmeros Primos e Teorema Fundamental da Aritmética

Definicdo 1: Seja n (n > 1) um ndamero inteiro. Dizemos que:
) n é primo se 0s Unico divisores positivos de n sédo 1 e n.
1)) n € composto se n nao é primo.

Exemplos: 3 é primo pois D*(3) = {1, 3}.
6 € composto pois D*(6) = {1, 2, 3, 6}.

OBS:
1) 2 é o Unico namero primo par.
2) Em outras palavras: n € primo, se sempre que n = ab necessariamente
(n=aeb=1ou(n=bea=1).

Proposicdo 1: Seja n =2 um namero inteiro. Entdo existe um nimero primo p
tal que p | n.

Demonstracdo: SejaS={d éinteiro/d = 2ed|n}. S #@ poisn I S. Além
disso S é subconjunto dos inteiros positivos. Assim, pelo Principio da Boa
Ordenacao existe dp que € o menor elemento de S.

Provemos que do € primo.

Suponhamos que dy seja composto tal que dp =ab,com 1 <a<dpe 1<b <d,.
Comoa|dyedyp|nentdoa|n Comoa =2ea|nentdoall S, oqueé
absurdo pois a seria maior que do (do € o menor elemento de S). Logo do é
primo.

Proposicdo 2: Sep|abepéprimoentdop|aoup]|b.

Demonstracdo: Se p ndo divide a entdo (a, p) = 1. Pelo Teorema 2 (MDC)
temos que p | b.

Proposicdo 3: Seja n =2 um namero inteiro. Se n € composto, entdo existe um
primoptalquep|nep < Jn.

Demonstracdo: Como n é composto entdo n =abcoml<a<nel<b<n.
Suponhamos que a < b.




. ~ n
Afirmagéo: a < Jn.Defana<b=as< — = a2<n=+a2<J/n=as<+n.
a

Como a = 2 entéo pela proposigéo 1, existe um primo p tal que p | a. Como a |
nentdop | n. Aléemdissop < a < Jn.

A proposicao 3 tem uma importante aplicacdo pratica. Ela nos diz que, para
testarmos se um ndamero € primo, é suficiente testarmos divisibilidade apenas

pelos primos < /n.

Exemplo: Verifique que 101 € primo.

v101=10,.....

Sep é primo e p < +101 entdo p pode assumir os valores: 2, 3, 50u 7.
Como 101 né&o é divisivel por 2, 3, 5 e 7 entdo pela proposi¢ao 3, 101 ndo pode
ser composto. Logo 101 €é primo.

Crivo de Eratostenes

Se desejamos obter a lista de todos 0s primos menores que n devemos excluir
dentre os nimeros impares de 2 a n aqueles que sdo multiplos de todos primos

menores ou iguais a Jn.
Exemplo: Listar todos os primos menores que 57.
Listar todos os impares compreendidos entre 2 e 57:

3,5,7,9,11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45,
47, 49, 51, 53, 55, 57.

J57=7,..

Vamos excluir agora os multiplos de 3,5 e 7.
Multipos de 3: 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 57.
Multiplos de 5: 15, 25, 35, 45, 55.

Multiplos de 7: 21, 35, 49.

Logo todos os primos menores que 57 sao:
2,3,5,7,11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 e 53.
Teorema 1: Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracdo: Faremos a demonstracdo por absurdo. Suponhamos que exista
somente uma quantidade finita de nimeros primos. Sejam estes niumeros: p;,
P2, P3, -.., Pn- Consideremos o nimero: K =p; . p2. P3 ... pn+ 1. Como k é inteiro
e k = 2, entdo pela proposicao 1, existe um primo p tal que p | k. Segue entéo
que p = pijpara algumientre 1, 2, 3, ..., n. Logo p; | k. Mas pi | p1 . P2 . P3 ... Pn-
Assimpi|k-p1.p2.pP3... pn- COmo k-p1.p2.ps... Pn=1entdo p;i| 1, 0 que



implica p; = 1, o que é um absurdo pois p; é primo. Logo existem infinitos
primos.

Proposicao 4: Para qualquer inteiro positivo n, existem n inteiros consecutivos
compostos. Em ouras palavras: “Existem saltos arbitrariamente grandes na
sequéncia dos nameros primos”.

Demonstragdo: Consideremos 0s numeros:
(n+1)!+2=(n+1).n.(n-1).....3.2+2

(n+1)!+3=(n+1).n.(n-1).....3.2+3

(M+1)! + (n+1) = (n+1). n . (n-1). ... . 3. 2 +(n+1).

Temos que:
2| (n+1)+2
3| (n+1)!+3

(n+1) | (n+1)! + (n+1)

A sequéncia de nameros acima € composta por n nimeros compostos e
consecutivos.

Teorema Fundamental da Aritmética

A importancia dos numeros primos de deve ao fato de que qualguer inteiro
pode ser construido multiplicativamente a partir deles. Com efeito, se um
namero ndo é primo, podemos decompé-lo até que seus fatores sejam todos
primos.

Por exemplo:

360=3.120=3.30.4=3.3.10.2.2=3.3.5.2.2.2=23.325

Observemos que se um numero foi expresso como produto de primos,
podemos dispor estes fatores em uma ordem qualquer. A experiéncia
demonstra que, salvo pela arbitrariedade da ordenacdo, a decomposicédo de
um namero inteiro positivo em fatores primos € Unica. Esta afirmacéo parece a
primeira vista evidente, entretanto ndo é uma trivialidade e sua demonstracéo
requer algumas sutilezas. Este resultado é conhecido por:

Teorema 2 (Teorema Fundamental da aritmética):  Um namero inteiron > 2
ou é primo ou pode ser escrito de maneira Unica, a menos da ordem dos
fatores, como produto de nimeros primos.

Demonstracdo: Para demonstrar este teorema precisamos provar duas coisas:
12: Existéncia da decomposicao.



22 A unicidade da decomposic¢ao.

12: Se n é primo, nada ha que demonstrar, pois ja esta fatorado. Suponhamos
entdo que n seja composto. Pela proposicdo 1, existe um numero primo p tal
que p1 | n. Assim existe x; inteiro tal que n = p;. X; onde 1< x;< n. Se x; é primo
entdo a prova esta completa. Se x; € composto, entdo pela proposicao 1, existe
um namero primo p, tal que p, | X;. Assim existe X, inteiro tal que X; = p2. X2
onde 1< x»< X;. Podemos entdo escrever n = p;. P2. X2. Se X € primo entdo a
prova esta completa. Se x, € composto, seguimos 0 mesmo raciocicio. Com
iSso obteremos uma sequéncia decrescente: n > X; > X > X3 > ... > 1 e como
existe um numero finito de inteiros positivos menores que n e maiores que 1,
existira um inteiro px primo tal que n = p;. p2. P3.... Pk-

22. Suponhamos que n admite duas decomposi¢cées como produto de fatores
primos, isto é:

N =pP1P2.P3. -.- Pr=01- 2. J3.... s COMTIr < se=pPi;<s p2<pP3=<..<pPr €
1< 02=03 = ..=(s.

Dessa forma p1 | 9i1. 92. 93.... s = pP1 = Qi para algumi = p; = Qs.
Analogamente Q1 | p1. P2. P3. ... Pr = Q1 = pj para algumj = g1 = ps.

Logo p1 = Q1. ASSim pa. Ps3. ... Pr = J2. gs.... s . Com 0 mesmo raciocinio conclui-
se gque pz2 = gz e assim por diante. Entdo se r < s, temos a igualdade

1 = Qr+1. Qr+2. ... Os, O que € um absurdo pois gr+1, Gr+2, ... € Js SA0 Primos.
Portantor=sep;=di, P2=4dz, ..., Pr= Q-

OBS: A decomposi¢ao em primos de um inteiro n > 2 pode ser dada da forma:

— & ) a3 a
N=PpP P, Ps ---P;
Ou seja, podem existir fatores primos repetidos.

Exemplo: 540 = 22, 33, 5.



