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Resuma Este artigo relata uma pesquisa cujo objetivangipal era investigar as

potencialidades pedagogicas das investigacdes ratitas (IM) no ensino da algebra
elementar, identificando, sobretudo, indicios dembBdo e desenvolvimento da
linguagem e do pensamento algébricos de alunosiciarem o estudo deste tépico
escolar. O trabalho de campo foi desenvolvido juntduas classes do sexto ano do
ensino basico de uma escola publica estadual eoidntdo Estado de Sdo Paulo e
contou com a colaboracdo de uma professora-pardeiscola e que fazia parte do
Grupo de Sabado. Foram planejadas e aplicadastdrgas investigativas nas duas
classes. Neste trabalho, entretanto, descrevenamslsamos os resultados obtidos a
partir da realizacdo da segunda tarefa invest@atpois esta buscou explorar de
maneira intencional a mobilizacdo e o desenvolvimea linguagem e do pensamento
algébricos. O material de analise é constituidaetdgstros escritos pelos alunos, de
diarios de campo dos pesquisadores e gravacOes ueio & video. O estudo

desenvolvido mostra que este € um contexto ricmalglizacdo e desenvolvimento do
pensamento algébrico dos alunos, apresentandaasidie que as IM representam um
momento rico e desafiador de aprendizagem, tamtogdanos quanto para professores.

Introducao

Este artigo relata um estudo cujo objetivo princigma investigar as
potencialidades pedagogicas das investigacdes raatas (IM) no ensino da algebra
elementar, identificando, sobretudo, indicios dembBrdo e desenvolvimento da
linguagem e do pensamento algébricos de alunogxto ano de escolarizacdo, etapa
do curriculo escolar brasileiro que marca o inid estudo sistemético da algebra
elementar.

O trabalho de campo foi desenvolvido durante o é@o2004 junto a duas

classes de®&série do Ensino Fundamental de uma escola pldsi@aual no interior do

! Projeto de pesquisa desenvolvido com auxilio dad&¢do de Amparo & Pesquisa do Estado de Sdo
Paulo (FAPESP) [Processo 03/11233-4].
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Estado de Sdo Paulo e contou com o desenvolvingtam projeto de iniciagéo
cientifica do segundo autor, tendo como orientaderimeiro autor e como professora-
parceira da escola, a terceira autora.

Embora tenhamos planejado e aplicado duas tarefestigativas nas duas
classes, neste trabalho descrevemos e analisamossu$ados obtidos a partir da
realizacdo da segunda tarefa investigativa, poia bsiscou explorar de maneira
intencional a mobilizacdo e o desenvolvimento daguagem e do pensamento
algébricos. Antes disso, porém, tecemos algumasidenacdes sobre IM nas aulas de
matematica e as principais concep¢bes de educad¢gébriaa, destacando
principalmente os elementos caracterizadores dsapeento algébrico.

As Investigacfes Matematicas em Sala de Aula

A utilizag&o de tarefas investigativas nas aulabldeematica € uma perspectiva
de trabalho pedagdgico que o professor pode langarpara a realizacdo de um ensino
significativo da Matematica. Uma aula que promowve ambiente de investigacao
matematica, segundo Castro (2004), pode ser chadeslda investigativaEm outras
palavras, “as aulas investigativas supdem o enwenio dos alunos com tarefas
investigativas que permita a eles realizar ativedawhtematica” (p. 34).

Para melhor compreender o que diferencia uma tamg&stigativa de outros
tipos de tarefas matematicas, Ponte (2003) digingm um diagrama, quatro tipos
diferentes: exercicios, problemas, exploragfesesiigacdes.
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Os limites que diferenciam uma exploracédo de unaasiigacdo nem sempre
séo claros.
As exploracdes tendem a ser mais livres e mentarssicas, demandando

um tempo relativamente pequeno de trabalho. Asoexpdbes sdo frequentemente



utilizadas para introduzir um novo tema de estudgpara problematizar e produzir
significados a um conceito matematico.

As investigacfes, por sua vez, levam mais tempodempdo ter duracdo de
duas aulas a até um semestre letivo - e demandsgundo Ponte (2003), quatro
momentos principais:

* Exploracao e formulacdo de questdes investigafmasituacdes problematicas);

» Organizacao de dados e construcao de conjecturas;

* realizacao de testes e refinamento e sistematizisgioonjecturas;

* e construgdo de justificativas, argumentagcdes oonodstracdes, tendo em vista a
validacdo dos resultados.

Em sintese, podemos dizer que as investigacOesndidtas diferenciam-se das
demais por serem situacdes-problema desafiadomsertas, permitindo aos alunos
vérias alternativas de exploracao e investigac&mr@eito de investigacdo matematica,
como atividade de ensino-aprendizagem, portanto,

ajuda a trazer para a sala de aula o espiritoiddamte mateméatica genuina,
constituindo, por isso, uma poderosa metafora didac#@ aluno é chamado a
agir como um matematico, ndo sé na formulacdo detfas e conjecturas e na
realizagdo de provas e refutagcdes, mas tambémraseapacao de resultados e
na discussdo e argumentacdo com os seus colegaprafessor (PONTE;
BROCADO; OLIVEIRA, 2003, p. 23).

Neste estudo, trabalhamos e investigamos, semeéstab uma distingéo
clara, as duas ultimas formas de tarefas acimadage Por isso, para fazer referéncia a

ambas, utilizaremos a expressaefas exploratério-investigativas

Algumas Concepc¢des de Educacao Algébrica

De acordo com Fiorentini, Miorim e Miguel (1993)a ltrés concepcdes de
educacao algébrica que, historicamente, vem exaoceraior influéncia no ensino de
matematica elementar. A primeira, chamada liegiiistico-pragmaticy foi

predominante durante o século XIX e estendeu-seaatéetade do século XX. A

% Esta concepcdo entendia que o papel do ensindgeara era fornecer um instrumental técnico
(superior ao da aritmética) para a resolucdo degps ou de problemas equacionaveis. Para o aluno
adquirir essa capacidade era considerado necessadficiente, primeiro, dominar, ainda que de form
mecénica, as técnicas requeridas pelo transformiaigébrico (sintaxe). O curriculo de ensino da
algebra, portanto, tinha como ponto de partida lzuka literal (operagdes de adicdo, subtracao,
multiplicacdo/fatoracdo e divisdo de expressdeéhaigas), o qual era desenvolvido através de muitos
exercicios visando capacitar os alunos no mangjciqr dessas expressdes algébricas. S6 depoistdisso
que eram introduzidos problemas-tipo de aplicadgébaica.



segunda concepcaa fundamentalista-estruturglpredominante nas décadas de 1970 e
1980, trouxe consigo uma nova forma de interpr@t@Egebra no ensino, tendo por base
as propriedades estruturais, que serviam para fuedar e justificar as passagens do
transformismo algébrico. A terceira concepcaduralamentalista-analégicaprocura
fazer uma sintese entre as duas anteriores, pué recuperar o valor instrumental da
algebra e preserva a preocupacdo fundamentalistaque ndo com base nas
propriedades estruturais, mas, sim, através dalesmodelos analégicos geométricos
(blocos de madeira ou mesmo figuras geométricasfisieos (como a balanca) que
visualizam ou justificam as passagens do transfonmialgébrico.

O ponto problematico e comum entre essas trés podes, segundo Fiorentini
et al. (1993), é que elas praticamente reduzemsm@ma algebra aos seus aspectos
linglisticos e transformistas, dando mais énfasiataxe da linguagem algébrica que ao
pensamento algébrico e seu processo de signifigacgemantica). Em outras palavras,
as trés concepgbes enfatizam o ensino de uma {egualgébrica ja constituida,
priorizando o dominio, por parte do aluno, de hdéies manipulativas das expressdes
algébricas. Além disso, a algebra néo se reduz anstrumento técnico-formal que
facilita a resolugdo de certos problemas. Ela dbémn, uma forma especifica de
pensamento e de leitura do mundo.

Essa analise nos desafia a repensar o ensino elaraljazendo como foco de
reflexdo a relacdo entre pensamento e linguageadicionalmente o ensino da algebra
se sustenta na crenca de que o pensamento algébrsmmanifesta e se desenvolve a
partir do calculo literal ou através da manipulagadinguagem simbdlica da algebra.
Para nds, entretanto, tanto do ponto de vistarhist@uanto cognitivo, a linguagem
algébrica é também resultado de uma forma espdeighbensamento (Fiorentini &
Miorim, 1993). Em cada época, vimos surgir, parpressar o pensamento algebrico,
uma linguagem possivel e integrada historicamentiltura de uma determinada
comunidade de prética.

Para Vygotsky (1993), pensamento e linguagem s&rdependentes, um
promovendo o desenvolvimento da outra e vice-velsaseja, N0 Processo ensino-

aprendizagem, a linguagem ndo antecede necessatgmepensamento, embora a

4 Esta concepcdo entendia que o papel do ensindgeara era fornecer os fundamentos légico-
matematicos para toda a matematica escolar (inel@gjueles tradicionalmente considerados algébricos
como o célculo algébrico e o estudo das equacts)era realizado através da introducéo dos campos
numeéricos, da Teoria dos Conjuntos, das estrutudas propriedades (fechamento, comutativa, element
neutro,...), das relacdes e fungdes... Assim, oregopdas propriedades estruturais das operacdga ser



apropriacdo da linguagem possa potencializar e @gremo desenvolvimento do
pensamento algébrico.

A iniciacdo ao desenvolvimento do pensamento alg@gbmportanto, pode
ocorrer ja desde os primeiros anos de escolariz&£gundo o educador matematico
Ken Milton (1989) "aquilo que ensinamos em aritcggéte a forma como a ensinamos
tém fortes implicagBes para o desenvolvimento csgmento algébrico”.

A nossa hipotese é que a realizacédo de atividadgaeratorio-investigativas -
que visam levar os alunogansar genericamente, perceber regularidades ecibgpl
essa regularidade através de estruturas ou expessstmatematicas, pensar
analiticamente, estabelecer relagbes entre grarslgaaaveis,..(Fiorentini; Miorim &
Miguel,1993, p. 87) — pode ser uma alternativa puskepara o desenvolvimento inter-
relacionado do pensamento e da linguagem algétwieduno.

Tomando por base a evolucdo historia da algebsasesutores sustentam que,
pedagogicamente, o pensamento algébrico pode semdsvido gradativamente antes
mesmo da existéncia de uma linguagem algébricadsicab Isso acontece, sobretudo,
quando a crianca estabelece relacbes/comparacdes expressdées numeéricas ou
padrées geométricos (como veremos, mais adianteTanefa |); percebe e tenta
expressar as estruturas aritméticas de uma sitymoétema; produz mais de um
modelo aritmético para uma mesma situacao-probleua;reciprocamente, produz
varios significados para uma mesma expressao ncamériterpreta uma igualdade
como equivaléncia entre duas grandezas ou entrs d@xaressdes numéricas;
transforma uma expresséao aritmética em outra nra@es; desenvolve algum tipo de
processo de generalizacdo; percebe e tenta expneggdaridades ou invariancgas;
desenvolve/cria uma linguagem mais concisa ou pad® ao expressar-se
matematicamente...

Os aspectos descritos neste Ultimo paragrafo podem considerados
caracterizadores do pensamento algébrico. Acred#anue tais aspectos podem ser
mobilizados e desenvolvidos pelos alunos a parér tdrefas exploratérias ou
investigativas cuidadosamente planejadas, tendovista essa finalidade. E o que
tentamos experienciar e investigar neste estudo.aNalise das resolucdes ou
producdes dos alunos, tomaremos esses aspectos onogpal referéncia para

identificar a evolucdo do pensamento algébrico gaiede uma faseré-algébrica

para justificar logicamente cada passagem presertiensformismo algébrico...



(quando o aluno utiliza algum que outro elementosierado algébrico — letra, por
exemplo — mas ndo consegue, ainda, concebé-lo spdmero generalizado qualquer ou
como variavel), passa por unfase de transicdo(do aritmético para o algébrico,
sobretudo quando o aluno aceita e concebe a existéie um numero qualquer,
estabelece alguns processos e generalizagdo, modenchdo utilizar a linguagem
simbdlica), atingindo, enfim, umpensamento algébrico mais desenvolvido
(expressando capacidade de pensar e se expressgicgmente, sobretudo quando o
aluno aceita e concebe a existéncia de granderadricas abertas ou variaveis dentro
de um intervalo numérico, sendo capaz nao s6 dessdrlas por escrito, mas, também,
de opera-las). Cabe, contudo, esclarecer que,n@sa0 aluno pode atingir a terceira
fase do pensamento algébrico, sem necessariamamte fiso de uma linguagem
estritamente algébrico-simbolica.

Olhando, entretanto, de outra perspectiva, néo rposaleixar de reconhecer
gue o pensamento algébrico se potencializa a megidagradativamente, o estudante
desenvolve uma linguagem mais apropriada a elemAsg, de um lado, a introducéo
precoce e sem suporte empirico a uma linguagemoscake abstrata pode funcionar
como obstaculo ao desenvolvimento do pensamenébridg, de outro, 0 menosprezo
ou recusa ao modo simbdlico e formal de pensarbatgenente, pode representar
também um freio ao pleno desenvolvimento do penstomalgébrico (Fiorentini &
Miorim, 1993).

Embora a linguagem ordinaria ou retérica seja unonde comunicacao de
idéias, a matematica desenvolveu historicamentepsiyaria linguagem, notadamente
escrita e simbdlica, para comunicar suas idéiameeitos. Socas et al. (1996) afirmam
que linguagem matematica escrita opera, atualmentejois niveis. O primeiro nivel
seria osemantico no qual as notacdes e simbolos matematicos s&adds com
significados claros e relativamente precisos, quaid, assim, alguma semelhanga com
a linguagem retdrica ou ordinaria. O segundo serié&velsintaticq no qual as regras e
os procedimentos podem ser operados sem referdingia a seus significados. Assim,
priorizar, na pratica escolar, apenas um dessessnpode representar perda do poder
matematico para os alunos.

Fiorentini et. al. (1993, p.33-34), visando desdvmo essa natureza
interdependente da linguagem e do pensamento matem@ropdem umaquarta
concepcao de educacédo algébrigemra a qual o ensino de algebra tem inicio méglian

exploracdo de situagBes-problema relativamente abertadiriémos, hoje, tarefas



exploratorio-investigativds ou problematizacdo de fatos tidos como aritméticmu
geométricos que demandem a construcdo de gena@digaa representacdo de numero
generalizado ou de grandezas incognitas e varidveia segunda etapa seria fazer o
percurso inverso; partindo de uma expressao afgébtida como pura ou simbdlica, o
aluno tentaria atribuir multiplos sentidos ou siigaicdes a ela. E somente depois dessa
etapa que o transformismo algébrico - calculo algébrico,usando a referéncia do
curriculo tradicional ganharia certo destaque na pratica pedagogita.sesa a terceira
etapa, momento que a atencédo recai sobre o0 modo asrexpressdes algébricas podem
ser transformadas em expressfes equivalentes @ gslprocedimentos que validam tais
transformacdes. Essas etapas, entretanto, ndccaeonhecessariamente nesta ordem. Por
exemplo, na exploracdo de padrdes de sequUénciasiégeas ou numeéricas, as
generalizacbes construidas pelos alunos podemasnuézes, ja envolver processos de
transformacao de expressoes algébricas. Mas, cakeldo, lembrar que, nesse momento,
o exercicio do transformismo algébrico ndo é oqiped objetivo didatico do professor.

Na realizacdo de nossa pesquisa de campo, envolvanitb o planejamento das
tarefas quanto a realizacdo das atividades emeglagsemos destaque especial a
primeira das etapas acima descritas, pois queramastigar as potencialidades
pedagdgicas das tarefas/atividades exploratoriestipativas na construgdo e
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alummsmomento que iniciam

intencionalmente o estudo da algebra elementar.

Metodologia da pesquisa

Tendo em vista 0 objetivo de investigar as potdideides pedagdgicas das
investigacdes matematicas na mobilizacdo e desemasito do pensamento algébrico
e de sua linguagem, no momento de iniciagdo aodestla algebra elementar,
planejamos, inicialmente, trés tarefas exploratimestigativas. Essas tarefas foram
elaboradas por Fernando Luis Pereira Fernandes, aobntacdo de Dario Fiorentini.

Para desenvolvé-las em sala de aula, contamos pamteria de uma professora

do Grupo de Sabado (GdS) Eliane Matesco Cristovdo. Mas, antes dissosedssefas

®> O GdS é constituido por professores da rede @ibligarticular da regido de Campinas, SP, por gluno
da Licenciatura em Mateméatica e da pos-graduacadencacdo Matematica da FE/Unicamp e por
professores universitarios, tendo como coordengei@a o Professor Dario Fiorentini. Este Grupo eeln
se quinzenalmente, aos sadbados pela manha, cojatvolle realizar leituras, reflexfes e investigs;



foram levadas para discussdo no GdS. A discussagrupm foi enriquecida pelos
multiplos olhares e saberes experienciais dos gsofes participantes. Assim,
considerando a realidade da escola publica bnasitiiram feitas varias sugestdes de
reformulacdo e adaptacdo das tarefas e a recondndagbretudo por parte da
professora parceira, para reduzir a apenas duafagarAs tarefas, a partir das
discussdes no grupo, adquiriam um carater maiscabexploratério-investigativo.

Aprendemos que a elaboracdo de tarefas investigaivum processo que se
aprende fazendo, tendo a colaboracédo do olhar tto.cAlém disso, ndo ha receitas
nem manual que ensinem como cria-las. A primengfdavzisava explorar o processo de
generalizagdo e introduzir os alunos a praticdardesstigacées matematicas. A segunda
tarefa visava trabalhar a algebra como estudoldedes entre grandezas variaveis, isto
€, introduzir o aluno as primeiras noc¢des de funcao

As duas tarefas foram, entdo, desenvolvidas poraRdo e Eliane, junto a duas
classes do sexto de uma escola publica do in@oidstado de S&o Paulo. A conduc¢éo
da atividade em classe era ora dirigida por Fermamd por Eliane, embora o primeiro
tivesse a incumbéncia e a responsabilidade de dszegistros dos acontecimentos que
ocorriam em classe. O material de andlise, portaiatioformado basicamente de
registros e relatorios escritos pelos alunos, dead de Fernando e de notas de campo
da professora Eliane, além de registros em audide® de episodios de aula.

ApoOs a primeira tarefa, foi solicitado a cada algne emitisse sua opinido, por
escrito, sobre a atividade desenvolvida. No firmlsdgunda tarefa, foi aplicado um
guestionario, o qual solicitava, primeiramente, @gealunos escrevessem uma carta
para um(a) colega de outra classe, contando sohre € estudar matematica através de
aulas investigativas. A seguir, solicitava aos etuaspectos positivos e negativos das
atividades desenvolvidas.

Os registros e o material coletado durante a psaglé campo também tiveram
um momento de socializacdo e discussdo no Grugabado. No grupo, foi possivel
fazer uma classificacdo dos relatorios elaboradpartr das interpretacdes realizadas
pelos alunos. Os multiplos olhares dos colegasriboitam para perceber outras
relacdes da pratica desenvolvida e estabelecepsogtrestionamentos, tais como: por
gue alguns alunos desenvolveram mais do que outsosienhum deles havia tido

contato anterior com as investigacbes matematicageos ainda, com a Algebra?

sobre a pratica de ensino de matematica nas esdolizando principalmente os problemas e
experiéncias da pratica pedagogica dos propriosrdes.



Além disso, outros docentes do grupo desenvolverssas tarefas em outros
contextos escolares. Isso possibilitou estabelecetraste e comparacado entre 0s
diferentes resultados obtidos.

Dario e Fernando, na condicdo de principais insadss pela investigacéo,
buscaram aprofundar teoricamente o0s estudos relis as investigacdes
matematicas associadas ao desenvolvimento do pengaalgébrico dos alunos. Estes
pesquisadores assumiram também a tarefa de realiaaglise mais sistematica das
producdes dos alunos, tendo como referéncia ttégasas - aguelas que denotaram:
(1) apenas um pensamento pré-algébrico; (2) umapeso de transicdo do pré-
algébrico ao algébrico; (3) e um pensamento algélmiais desenvolvido.

As tarefas e a dinamica didatico-pedagogica da atdade em sala de aula

As duas sextas séries tinham, em média, 40 aluadss wma, por isso optamos
pelo desenvolvimento da atividade em grupos derqditinos. Esta opcdo assenta-se
no pressuposto de que o trabalho colaborativo, aémser formativo aos alunos - no
sentido de aprenderem a trabalhar com o outroverdéae, também, a discusséo e a
construgdo conjunta do conhecimento matematico.séNgsocesso, 0s alunos se
apropriam e desenvolvem, apoiados uns nos outrdsjgaagem e 0 pensamento
algébricos.

As duas tarefas investigativas buscavam explorgechss diferentes do
pensamento algébrico. A primeira propunha um thabaxploratdrio-investigativo a
partir de uma sequéncia-padrdo de natureza nunggmmetrica; algo comumente
trabalhado na iniciacdo ao estudo da algebra emomtexto exploratorio-investigativo.
Esta tarefa visava o processo de generalizacdegAnsga tarefa buscava romper com
essa tradicdo, introduzindo uma situacao problexptoratorio-investigativo diferente
dos padrbes seqtienciais, visando explorar as grasdariaveis.

Antes de iniciar as aulas, julgdvamos que seridimiesotes 16 horas-aula, oito
para cada classe. Mas, esse tempo nao foi suégiemé que os alunos desenvolvessem
o trabalho por completo. Assim, foram necessarkabdas-aula. Com certeza, nao foi
um tempo perdido, e sim, um momento Unico, onddepsores e alunos puderam
conhecer e vivenciar um pouco da dinamica das aulesstigativas, além da

oportunidade que os alunos tiveram para aprenitieatigar em aulas de Matematica.



Quanto a dinamica das aulas investigativas desédeasl nas duas classes, tanto
em relacdo a primeira tarefa e, sobretudo, em&elagsegunda, seguimos a seguinte
orientacao:

1°) apresentacdo das tarefas aos alunos, tendo o cudfacksclarecer e
orientar os alunos na realizag&o das investigagoes;

2°) investigacdo dos alunos em pequenos grupos, tendaporte dos
professores que estimulavam o0s alunos a prosseguem suas
conjecturas;

39 organizagao/escrita do relatério da investigacao;

4°)  Socializacao inter-grupos, promovendo discussagoaacao, validacao
e refutacdo de resultados.

Os resultados obtidos em classe superaram as atipastiniciais dos docentes,
pois percebeu-se que, apesar das condicfes eldhifies presentes no ensino publico
estadual, os alunos demonstraram muita criatividadeteresse em aprender. Essa
experiéncia reforcou ainda mais nossa crenca nasibiladades didaticas das
investigacdes matematicas no curriculo escolar,moegem escolas publicas de
periferia.

No primeiro dia de atividade investigativa, foi epentada aos alunos uma ficha
contendo a Atarefa e as orientagdes para sua realizacdo enepes) grupos. Apds a
divisdo da classe em equipes de quatro alunosak@on com o intuito de esclarecer
possiveis duavidas, fez a leitura comentada dostiobge propostos e da tarefa
exploratorio-investigativa. Esse momento de exp#cada tarefa e arranque da
atividade, principalmente quando os alunos tomarntato pela primeira vez com as
investigacdes matematica, como foi o caso, € tgmitante quanto a sua realizacao,
sistematizacao e discussao dos resultados, poiasonterpretacbes podem emergir por
parte dos alunos e que podem néo contemplar osvalsjenicialmente propostos.

A tarefa | foi a seguinte:

Hoje, vamos trabalhar com sequiéncias de bolinlsas® formas. Que tal descobrir
relacdes entre a forma como a sequéncia é corstauiguantidade de bolinhas em
determinada posi¢cdo e a sua posi¢cao na sequéDesefio vocés a investigar e
descobrir as proximas posi¢des da seqléncia!

Dé uma olhada nas duas primeiras posicdes da sggiiknbolinhas abaixo:
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O grupo achou complicado? A seguir, encontram-geines questbes para a
orientacdo do estudo.

1. Continue a sequéncia, desenhando até a 102 posicéo

2. O grupo seria capaz de encontrar outras maneraemtinuar essa sequéncia?
Quais seriam?

3. Se 0 grupo pensou em mais de um tipo de sequé&wialha a que mais lhe
agrada para encontrar um jeito de dizer por escaino seria a sua 1002 posicao.
Além disso, seria capaz de dizer quantas bolirdrasat 1002 posicao?

4.Vocés conseguem agora escrever uma regra quespuggsesentar o nimero de
bolinhas ou a forma de uma posi¢éo qualquer (iniif) da sequéncia?

Em ambas as classes os alunos tiveram algumaldédobeiem iniciar a atividade
investigativa. Por ser a primeira vez, foi necaesgreparar uma tarefa que ainda
tivesse um enunciado mais dirigido, no sentido riEentar os alunos na exploracédo da
tarefa. Os alunos, em geral, gostaram e se enanivea atividade, talvez pela natureza
geométrica e construtiva dos padrdes numeéricos,q@ais apresentaram uma
multiplicidade de sequéncias diferentes.

A titulo de ilustrucdo, apresentamos a seguir urteapretacao realizada por um
dos grupos, sobre o numero de bolinhas da 10083mda sequiéncia, a qual, para nos,

evidenciou a presenca de pensamento algébrico:

W%SOB N pMM@Mgwbe&%

w : %&@&m%ﬂwm
Mb&@q dan S dinqgvoll  tae Jon sar
'WWQMQMMJM&M
w;mﬂm MMMW_
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Neste artigo, entretanto, nos limitaremos a amabsaindicios de formacédo e
desenvolvimento da linguagem e do pensamento @&gébrelativos que os alunos

evidenciaram durante a atividade exploratério itigatva relativa a tarefa Il.

A segunda tarefa proposta aos alunos

A tarefa Il destinava-se a explorar relacdes egtemdezas variaveis com o
intuito de mobilizar o pensamento algébrico dosnedy tomando como tarefa
exploratorio-investigativa uma situagdo-problemarabe que fugisse do tradicional
sequéncia-padréo.

N&o foi facil encontrar e construir tal tarefa. déia de explorar as maquinas
operatdrias ou transformativas foi sugerida poridarobjetivada por Fernando, tendo
como mediacao o GdS. Eis a segunda tarefa:

Tarefa Il: A Maquina Magica

A tarefa tem como objetivos:

» Desenvolver a linguagem e o pensamento algébrit@véa de tarefas e atividades
exploratorio-investigativas, as quais visam instagm a fazer exploracdes, descobertas,
conjecturas e argumentagfes que comprovem ou namrgscturas. justificativas a
comunicar-se e a argumentar matematicamente.

« Utilizar-se da escrita na elaboracdo de relatéradém de dar significado e forma as
interpretacdes, conjecturas, descobertas e jadthifacs.

« Utilizar-se da linguagem oral para relatar, soz#lie justificar aos colegas as descobertas e
resultados de seu grupo.

« Desenvolver a capacidade de trabalho investigatin@olaboracdo com os colegas.

Instrucbes
Os grupos serdo constituidos por 4 pessoas, diortah que sejam divididas as
obrigacdes de cada um. Escolham:
* Um Coordenadorresponsavel pela organizacao do trabalho e pslalucdo de possiveis
conflitos;
« Um Redatorresponsavel pela redacéo final do registro &isteegue.
» Dois Relatoresserdo dois membros do grupo, responsaveis pedseapacao (para toda a
classe) dos resultados encontrados pela equipe.
Apesar da divisao acimmdosdeverao participar das etapas de producéo ddhimba
Atencdo A elaboracédo do relatério é de responsabilidamlgymipo. Os raciocinios e
estratégias utilizados devem ser anotados comhastahlém disso, o capricho e os cuidados em
sua versao final também séo critérios de avaliacéo.

A Tarefa:

Hoje, vocés conhecerdo Maquina Magica Ela faz transformagBes de numeros
escolhidos por n6s em outros nimeros. O seu mecargssimples: ela faz a mesma magica
para qualquer numero que passar por ela. Alénp,deda é uma maquina especial: ela nao
possui um segredo Unico, isto é, existem variagua de transformacadocés seriam capazes
de descobrir as magicas dessa maquina? Desafics\ed@scobri-las!

A maquina é a seguinte:
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O modo de opera-la é o seguinte: ao escolher omige& maquina o transformou em
5. Que tal? Muito complicado? Abaixo, encontramasgumas questfes para ajuda-los no
entendimento da tarefa.

1. Descubram a magica dessa maquina e, em segagaan fum teste para outros cinco
valores. Nessa maquina, pode-se escolher nimeragmtives para serem
transformados? E o zero?

2. Como foi comentado no inicio, se vocés analisamemaquina com mais atencéo,
encontrardo outras magicas possiveis para ela.eAndibdas as magicas que
encontrarem. Em seguida, escolham uma dessas mé&gteatem-na para outros cinco
valores.

3. Escrevam, com suas palavras, qual é a magieapieia maquina escolhida no item 2.
4, Com a magica escolhida no item 2, testem paranamero “x”. Como ficaria o
resultado? Escreva uma expressao matematica guseefe o nimero x transformado
pela maquina.

Descrevendo e analisando algumas resolucoes, remescoes e interpretacdes

produzidas pelos grupos em relacéo a Tarefa 2

Dentre as magicas encontradas, a mais freqlentgoimiar 3”. Uma das formas
de representa-la matematicamente e que se tormouncanas duas classes &ji+ 3
[5. Esta representacdo, segundo nosso ponto de gistaja forma de linguagem
algébrica que expressa 0 esquema estrutural damaaqumagica operatoria “+3” e 0s
valores de entrada (2) e saida (5).

Outras magicas que apareceram com certa freqii@nara:
1+4-1]
1x4-3]
]:2+4]
1x5-5]
1x7-9]
1+23:5]
Dentre 0s grupos que encontraram a magica do “sd@hamlguns deles
exploraram ou investigaram algumas regularidadetemiéicas ndo previstas ou
sugeridas explicitamente pela tarefa:

Producéo do grupo J:
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“2+3=5.
Se do lado esquerdo for par o direito vai ser imfaemplo:

8+3=11
4+3=7
6+3=9

Se [o lado esquerdo] for impar o lado [direito] =sa ser par e vice versa”.
(colchetes nossos).

Interlocucdo de Fernando com o grupb K

F: E aqui grupo, o que esta acontecendo?

A: Aqui, no primeiro, nés descobrimos que é o mai#&i3 nés fizemos com
outros exemplos. Ai, aqui perguntava se pode seend negativo e o0 nimero
zero. Os negativos podem ser usados, s6 que osorImegativos sO serao
positivos do —3 pra cima.

F: Que legal!

A: -3 + 3 vai dar zero. =2 + 3, um, e assim por d&an Ai aqui s6 sera

negativo do —4 pra baixo. -4 + 3 = -1. Ai o zeranmbém pode ser usado. O
resultado na frente vai ser sempre zero (...).

Estas duas situacfes evidenciam a mobilizacdo dsapeento algébrico dos
alunos e denotam o0 aparecimento de iniciativasstigagivas por parte dos mesmos.
Eles percebem regularidades intervalos de varioié numérica [‘aqui sO serd
negativo do —4 para baixo”], formulam conjecturasseexpressam através de uma
linguagem sincopada [“‘0s numeros negativos (deadajrsé serdo positivos (na saida)
do —3 para cima”].

A seguir, apresentamos algumas respostas dos ghamaso item 4, momento
em que a tarefa propunha a exploracdo de uma tpeguaimbdlica, isto é, o numero

de entrada da maquina era “x”.

1) “81+3[11"
2) “X]+3["
3) “X]+3=[x+3"

4) “Nés encontramos a adicdo 2 + 3 = 5, acrescerdar® como no inicio, e
juntando com o 2, o resultado foi 5”.

Em (1), o grupo atribuiu um valor particular paraxp evidenciando um
pensamento ainda preso a aritmética.
Em (2), interpretamos que o grupo quis dizer qaegrarar o x, € somando 3, 0

resultado ndo pode ser determinado numericameritenfo se sabe qual o valor de x.

® para efeito de compreensédo das transcrigdespresenta a fala de Fernanéfoa fala da professora
Eliane eA a fala do aluno. Quando aparedgr, A3... estamos representando a fala de outros alunos.
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Esse modelo de pensamento e resposta apareceuncameuta freqiéncia e denota,
segundo Booth (1995), uma dificuldade tipica dengaénda ndo conseguiu se libertar
do modo aritmético de pensar e tratar as operabl@earitmética, o aluno habituou-se a
chegar a um resultado unico e bem determinadoa Bdiculdade dos alunos, que ainda
nao desenvolveram o pensamento algébrico, em amterateitar expressdes algébricas
do tipo “x + 3" como uma resposta possivel. Talsso explique porque em (1) e (4)
alguns alunos contornaram o problema substituindd’opor um numero bem
determinado.

Em (3), ao contrario dos outros, os alunos demamsstr ja aceitar como
resposta expressdes abertas. Ou seja, conseguicamtrar e escrever uma expressao
que representa a transformacao do x, isto €, s ‘®fitna maquina, sai dela “x + 3”.

No momento de socializacdo das producdes dos grupodeles apresentou um
relato impreciso. Diante disto, Eliane e Fernando poderiam perder a oportunidade

de problematizar e negociar seu significado:

Relatora Entdo, na atividade 3, era pra gente explicar @agia escolhida com
nossas palavras. Nessa conta, nés usamos a magicauttiplicar por 3 e
subtrair 1. Ent8o, para qualquer numero escolhidsé multiplicar por 3 e

subtrair —1.

F: Ai, vocé dissésubtrair —1"?

Relatora E...

E: Subtrair —1... E ai, classe? O que vocés achara@tirair —1?
Todos Néao!!!

A: Ela trocou o sinal!

E: Isso. Entéo, pessoal... O que seria subtrair —1?

[Siléncio momentaneo... Os alunos estédo a pensar]

A2: Ah, professora! E tirar 1!

A3: Nao é, nao! Subtrair =1 é fazer menos menos.lmenos com menos da
mais!

E: Ah! Quer dizer, entédo, que subtrair -1 é...

Alguns alunos Somar 1!

E: Isso, classe! Legal

Nesse episddio, vimos os alunos sugerindo e caadorcom os colegas do
grupo que apresentavam seus resultados e mohitizega dar sentido a uma expressao

gue surgiu por acaso e se constituiu em um monuenéprendizagem.
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Investigando a mobilizacdo e o desenvolvimento doepsamento algébrico dos

alunos

A patrtir das resolucdes e interpretaces produzietss alunos para o item 4 da
tarefa, pudemos observar a presenca e o deseneotdmda linguagem e do
pensamento algébricos dos alunos. Para faciliterddise dessas resolucdes e tomando
por base o estudo de Fiorentini et al. (1993), rapta por organiza-las em trés

categorias, as quais encontram-se a seguir:

1% Categoria: Agquelas que denotaram um pensamento pragébrico

Trés grupos, dentre os vinte constituidos, denotaea predominéancia de
pensamento pré-algébrico ou mesmo aritmético. [Qoigpos associaram o0 “X” ao
namero que supostamente representaria esta lesagi&@ncia do alfabeto. Um outro
grupo interpretou o item 4 da seguinte forf&a] + 3 [ 11. A maquina sempre ir4
somar 3.”

Podemos interpretar que, para o ultimo grupo, Serépresenta qualquer
namero, o niumero a ser transformado, em particptate ser escolhido como sendo o
8. Fica evidente a dificuldade em associar “x” cosemdo um numero genérico
qualquer. Logo, a saida encontrada pelo grupo dduzir a situacdo ao ambito
aritmético. O relatorio apresentado pelo grupo gamnfirmar essa hipdtese, pois nao

aparece, em momento algum, o “x” que foi solicitaddarefa.

2% Categoria: Aquelas que denotaram um pensamento deansicdo do

aritmético ao algébrico

Sete grupos mostraram alguma evidéncia de desemesito do pensamento
algébrico. Selecionamos, para analise, quatroueges.

O primeiro exemplo refere-se a uma justificativague o grupo nao utilizou o
valor genérico “x”, mas evidenciou alguns elemertasacterizadores do pensamento

algébrico:

Eu pego 10 ]:2 + 4 [ 9. Se eu pego outro numero wao dar 0 mesmo
resultado. Mas a méagica da certo para todos os mase
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Esta explicacdo evidencia que 0 grupo percebeu specto invariante a(
magicgd em contraste com outro que vari@utfo namero ndo vai dar o mesmo
resultadg, tendo conseguido perceber e expressar a estidausituacdo, mas ainda néao
conseguiu encontrar uma representacao genéricsirgagpara qualquer numero.

Outros dois grupos fizeram interpretacdes ndo adperpor nés, em virtude
daquilo que era solicitado pela tarefa. Ambos pretaram o “x” ndo como variavel,
mas como incognita.

Abaixo, encontram-se as interpretacoes:

Grupo 1

A letra x € pra representar um namero desconhegidogxemplo:
x + 3 =5. O x vai ser o nimero 2, porque 0 2 + 5=

Grupo 2

/8 M B ]{\)arcxur-_ Yode X slatbiflica v '
MU e O € Dest Ca80 X .@oTa 2ubs b ido
o NUanevo .

Apesar da interpretacao feita, ndo podemos negahgualguma manifestacéo
de pensamento algébrico nas duas interpretacoeduzidas. Em ambas, foram
mobilizados os conceitos de equacgdo e de incogeitalo, inclusive, utilizado uma
linguagem simbdlica. Portanto, o que podemos dizgue estes grupos demonstram
estar ultrapassando a fase pré-algébrica.

O carater aberto da tarefa permitiu estas difesanterpretacdes, ou seja, a letra
como variavel ou incégnita que, avaliadas posterémte, junto ao GdS, levou-nos a
refletir sobre as potencialidades da atividade rdegeida pelos alunos. Pelo fato dos
alunos serem da sexta série e estarem entrandmmata pela primeira vez com a
linguagem algébrica, ndo nos sentimos a vontade pablematizar, no momento da
aula, as nomenclaturas e caracteristicas que nifiara as funcbes das equacgbes, as

diferencas entre variavel e incognita, apesar mdag@ermitir esta exploracao.

3% Categoria: Aquelas que denotaram um pensamento algrico mais

desenvolvido

Dez grupos denotaram em seus relatorios ou didlmgopensamento algébrico
mais desenvolvido, de modo que os elementos cawtteres desse pensamento

17



puderam ser identificados com mais facilidade. {In@ro exemplo refere-se a uma
producdo, onde o grupo utilizou a estrutura da mma@gpara explicar o que sairia dela

ao transformar o x:

“A outra forma seria 0 nimero x . 3 — sua metadeseja : 2.
Se colocarmos o x sairia:

Note que, ao dizer “a sua metade”, o grupo podksigar implicito que dividiria
por 2 a expressao 3x, ao invés de dividir somemémero de entrada. Devido a esta
davida, a professora solicitou que uma das alunagrubo explicasse como faria com
outro nimero. Ao perceber que era realmente a melachumero escolhido e nédo do
resultado 3x, ela instigou 0 grupo a pensar conuepa representar esta “metade do
namero x”. A partir desta intervencao o grupo cguoge construir a expressao de saida
da maquina.

Outro aspecto a destacar na expressao: (X.3 — 2)2é=que a interrogacéao foi
usada como uma forma de representar genericameagelltado variavel da expresséo
“x.3 — x:2”. Ou seja, a interrogacdo assume agumesma forma de representacao
convencional da variavel dependente “y”, numa fonca

Cinco grupos dessa categoria escolheram como méagidéplicar por 2,5 ou
por 5/2” 0 niumero de entrada.

Um deles escreveu da seguinte forma:

Pegamos o x, ele entrou na maquina e fez a conta2y6 = __ no final o
resultado deu a armacao da contaque é x .2,5=_

Interpretamos que este grupo conseguiu uma forma rejgresentar
genericamente a estrutura funcional da maquinae B¢ “ " funciona como se fosse
uma representacdo equivalente ao convencionald'ya¢iavel dependente da fungéo).

Ou seja, entra “x” na maquina e sai " que € igual dx .2,5.
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Dos relatorios entregues, um deles deixou expligite havia uma relacdo de
dependéncia entre o numero escolhido e o resuftaalo A resposta dada pelo grupo

no relatorio foi a seguinte:

O grupo usou uma linguagem sincopada e sem aagfiitzde uma expressao
literal Unica para representar genericamente acgttproblema da maquina. Além
disso, chegou a perceber a relagdo de dependé@wciadaveis. Durante a apresentacao
oral, Eliane e Fernando fizeram algumas intervesigcéportunizando um momento de
negociacdo e argumentacao de modo que o gruptasse chegassem, conjuntamente,
a representar a magica através da seguinte expresga@matica simbolica: A = x/4 +
4.,5.

Assim, este grupo evidencia um estagio de pensamalgébrico bastante

desenvolvido para alunos dés@rie do Ensino Fundamental.

Consideracoes Finais

Ver os alunos produzindo matematica e vibrando csumas criacbes e
descobertas é muito gratificante para o profe€3®@lunos passam a experimentar uma
outra relacdo com a matematica; uma relacdo maremrsa, motivadora e inquiridora,
semelhante ao que experimentam os mateméaticos @uaram e produzem novos
conhecimentos. Uma fase que envolve o uso de &dwggriatividade na exploracéo de
idéias e na formulacdo de conjecturas. Fase enodaemalismo e o rigor ainda néo
estado fortemente presentes.

A andlise da experiéncia de ensino desenvolvidaétrde tarefas exploratorio-
investigativas mostra que este € um contexto ricondbilizacdo e desenvolvimento do
pensamento algébrico dos alunos. Foi visivel oosglialitativo do pensamento
algébrico dos alunos da tarefa | para a Il. Masyais importante de tudo, é que a
metade dos grupos conseguiu chegar, em apenadatatss, a um estagio bastante
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satisfatorio de desenvolvimento de um pensamepittathente algébrico, embora nem
sempre sob uma linguagem estritamente simbdlica, BMaedida que esse pensamento
desenvolve-se, o aluno, para poder representardm @uantidade variavel dentro de
um campo de variacdo, sente necessidade de uliigaagens mais apropriadas como
€ 0 caso da simbdlica. E, ao se apropriar desgaagem, seu pensamento flui melhor,
conseguindo expressar relagcbes mais complexadratabs

Embora tenhamos, neste estudo, mostrado as pdigades pedagodgicas das
IM para o desenvolvimento da linguagem e do penstovagébricos, convém destacar
algumas dificuldades para sua inclusdo na prasicala. A primeira delas € o niUmero
de alunos em classeMesmo contando com dois docentes em classe, igs tigha,
também, a funcdo de coletar informacdes, fazestregi escritos ou gravacao em audio
e video das atividades realizadas em classe. Ariéxgia nos mostrou o quanto €
fundamental o papel mediador ou orientador do psafejunto aos grupos. Diriamos
gue o sucesso da tarefa Il deveu-se mais ao pagokador dos dois formadores do que,
propriamente, a potencialidade exploratorio-ingzgiva da tarefa.

Uma segunda dificuldade € a elaboracéo de tarafastcamente investigativas
para 0 campo da algebra elementar de modo que es&sam contemplar e
problematizar os aspectos caracterizadores do memsa algébrico. Esta dificuldade,
entretanto, fica bastante reduzida se incluirmestodo das grandezas variaveis, isto €,
se ligarmos a algebra ao estudo das funcoes, girelaum nivel elementar. A literatura
relativa ao curriculo escolar do ensino da matemasalvo algumas excecoes, ainda
continua separando o ensino da algebra elementansinoo das func¢des, entendendo
que o estudo da algebra deve preceder o de funi@ssquestionamos esta ordem
sequencial, pois, se um dos conceitos fundamedéaglgebra € o de variavel, como
explora-lo e desenvolvé-lo sem o estudo concongitdas funcdes?

Além disso, 0 conceito de incognita ou de niumerwgeo é representativo de
situacdes ou formas estaticas, enquanto que a rdea@riavel é representativa de
situacbes de movimento, de variacao, de fluénsia,d, algo mais proximo ao préprio
movimento do mundo, da vida e do proprio pensamedoisa (2004), com base de

Bento de Jesus Caraca, entende que “a variavelaetay conceito, representa o

" As duas classes em que foram desenvolvidas a®#sufam em torno de 40 alunos cada uma. Mesmo
dividindo cada classe em dez grupos, contendo wadguatro alunos e tendo cada grupo um roteiro de
trabalho cuidadosamente elaborado, foi dificil dezra todos com a atencéo e a orientacao necassaria
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pensamento concreto do conteddo abstrato da leiensial do movimento do
pensamento matematico, que contém em seu fluxivexsas algebras” (p. 82).

Outro problema recorrente € o tempo disponivel paealizacdo de IM em sala
de aula. Esse ¢é o vilao de todo professor que @epaa tarefa e determina um tempo
limitado para seu desenvolvimento em classe. Viqueso planejamento € importante,
todavia, interromper ou apressar a producéo domslpode representar um retrocesso
e uma ameaca a uma efetiva inclusdo das inves@gag@atematicas no curriculo
escolar.

Em relacdo as dificuldades apresentadas pelos sludestacamos: o
estranhamento inicial em trabalhar com investigagdatematicas; a organizacdo e
registro dos resultados obtidos com a investigagdaeja, a producdo do relatdria
socializacdo e discussdo/negociacéo dos resultatosoda a classe

Sobre o problema da indisciplina no contexto dasainivestigativas, é preciso,
primeiramente, re-conceitua-la, pois o0s alunos doanestdo investigando,
principalmente em uma sala de 40 alunos, agem @srabelhas que produzem mel.
Todos querem falar e colocar suas idéias e intaigies e defender seus pontos de
vista em relacdo as tarefas e suas conjecturas. ffesesso produtivo pode parecer
bagunca aos olhos de quem esta de fora, mas, pam gstd acompanhando o que
efetivamente acontece em classe, este € um modiplidiado de estudar e produzir
conhecimento, respeitando a heterogeneidade dseclpsincipalmente as multiplas
significacdes que emergem.

Em sintese, o estudo por ndés desenvolvido, apeesiicios de que o
desenvolvimento de Investigacdes Matematicas eandgahula representa um contexto
rico e desafiador de aprendizagem tanto para majuanto para o professor. Para o
aluno porgque este passa a constituir-se em suyjeittonhecimento, isto €, alguém que
sente o prazer de participar da producdo/criacd idéias matematicas. Para o
professor porque pode encontrar nas Investigac@envaticas um modo significativo
de ensinar, compreender, trabalhar e estabeldagéioecom a Matematica, levando os
alunos a se interessarem pelas aulas de algebwapdaco comum, atualmente, em

nossas escolas, como evidenciam 0s seguintes damosn

8 Os alunos geralmente n&o estéo acostumados estraegior escrito seus pensamentos e justificativas
matematicas. Esta, entretanto, ndo foi uma difagdmuito presente nas classes investigadas, pois a
professora Eliane tinha o habito de solicitar reggsescritos de seus alunos.
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“... eu fiz algumas aulas com o professor Fernand®feique pena que vocé
nao aprendeu ainda. Essas aulas investigativas em dostar mais de
matematica coisa que eu ndo gostava agora estou ndmaessa
matéria.”(Aluna da 62 A, em trecho de carta envigdaa sua colega Erica).

“Sim, porque aprendemos coisas novas de um jeferalite, e compartilhar
com os meus colegas”.(Aluno da 62 B, respondendostaria de ter com mais
frequiéncia esse tipo de atividade).
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